Leibniz

(Hat er Goethe eventuell zu dessen "Hexeneinmaleins" inspiriert ?)
Gottfried Wilhelm Leibniz (1.7.1646 - 14.11.1716), einer der größten und vielseitigsten Gelehrten seiner Zeit , veröffentlichte 1684 die Grundsätze der Infinitesimalrechnung, einem Zweig der höheren Analysis.

Völlig unabhängig davon entwickelte der englische Mathematiker und Physiker

Isaac Newton (4.1.1643 - 31.3.1727) die gleiche Rechenmethode (veröffentlicht 1704).

So entstand zwischen beiden eine geistige, gewissermaßen "mathematische" Verwandschaft.

Neben zahlreichen anderen wissenschaftlichen Erkenntnissen entdeckte Newton 

ferner die Zusammensetzung des - weißen - Sonnenlichtes aus den Spektralfarben.

Mit weiteren Ergebnissen seiner Forschungen über die Farben setzte sich, knapp hundert Jahre später der, an verschiedenen Wissenschaftsgebieten interessierte 

Dichterfürst Johann Wolfgang von Goethe (28.8.1749 - 22.3.1832) auseinander.

Mit seinen eigenen, und einer Sammlung fremder Beobachtungen über Farben,

entwickelte Goethe eine regelrechte Gegnerschaft gegenüber den Erkenntnissen Newtons. 

Während für Goethe die sinnliche Erfahrbarkeit der Farben im Vordergrund seiner Überlegungen stand, war für Newton als Mathematiker und Physiker das meßbare,

mathematisch formulierbare an der Entstehung und Zusammensetzung der Farben 

das maßgebliche.

Dem Poeten Goethe war diese Betrachtungsweise zumindest fremd - wenn nicht sogar zuwider.

"Schließlich kann niemand zahlenscheuer sein als ich", hatte er seinem Freund Carl Friedrich Zelter (11.12.1758 - 15.5.1832) anvertraut, "und ich habe seit jeher alle Zahlen-Symbolik, von der pythagoräischen an bis auf die letzten Mathematico-Mystiker, als etwa Gestaltloses und Untröstliches gemieden und geflohn".

Diese Abneigung gegen alles mathematische brachte er schließlich auch in seiner 

Abhandlung "Über die Mathematik und deren Mißbrauch" (veröffentlicht. 1826)

zum Ausdruck 

So hat sich der große Dichter also jedenfalls - trotz aller Abneigung  - offenbar

zumindest mit dieser abstrakten Denkrichtung befaßt.

Und folglich werden ihm auch die Abhandlungen von Leibniz über die von ihm

entwickelte Rechenmaschine auf der Grundlage des Dualsystems sicherlich nicht völlig unbekannt gewesen sein.

Der Text des "Hexeneinmaleins" im "Faust" läßt vielmehr darauf schließen, daß Goethe sich dadurch - möglicherweise unbewußt - hat inspirieren lassen:

Leibniz hatte erkannt, daß das Dezimalsystem mit seinen zehn Ziffern für eine Rechenmaschine  (zumindest nach dem damaligen Stand technischer Fertigkeiten) kaum geeignet war. Schließlich könne ja keine Maschine die Denkleistung vollbringen, Zahlen miteinander zu verknüpfen.

Mit den zwei Ziffern des Dualsystems  müsse sich daher eher eine praktikable 

Maschinen-Lösung verwirklichen lassen.

So verknüpfte Leibniz schließlich mehrere Vierer-Einheiten maschinell miteinander, deren vier Einzeltypen wiederum wechselweise jeweil eine von zwei unterschiedlichen Zuständen (genannt Null und Eins) darstellen konnten: 

	  8
	  4
	 2
	  1

	  0
	  0
	 0
	  0

	         oder

	  1    
	   1
	  1
	  1


So läßt sich dann jede Ziffer des Dezimalsystems von 0 bis 9 als Dualzahl maschinell darstellen: 

	  8
	   4
	  2
	  1

	  0
	   0
	  0
	  0


                                                                                                     Ziffer  0                                                                                                                               

	8
	   4
	  2
	  1

	  0
	   0
	  0
	  1


                                                                                        Ziffer 1

	  8
	   4
	  2
	  1

	  0
	    0
	  1
	  0


                                                                                                      Ziffer 2                                                                                                   

	 8
	   4
	  2
	  1

	  0
	   0
	  1
	  1


                                                                                                     Ziffer 3

	  8
	   4
	  2
	  1

	  0
	    1
	  0
	  0


                                                                                                      Ziffer 4

Und so weiter  -  für  die Ziffer 7 werden drei Einheiten „besetzt“: 

	  8
	   4
	  2
	  1

	  0
	    1
	  1
	   1


                                                                                     Ziffer 7

Mit der Ziffer acht nur eine:

	  8
	   4
	  2
	  1

	  1
	   0
	  0
	   0


                                                                                      Ziffer 8

Und mit der Ziffer 9 zwei Einheiten:

	  8
	   4
	  2
	  1

	  1
	  0 
	  0 
	  1


                                                                                       Ziffer  9

So könnte man in vier Einheiten zwar Dezimalzahlen von 0 bis 15 in einer Einheit dual darstellen:  

	  8
	   4
	  2
	  1

	  1
	    1
	  1
	  1


Aber die Zahl 15 setzt sich ja aus zwei Ziffern zusammen, deshalb werden dafür

auch zwei Vierer-Einheiten  nebeneinander benötigt: 

	       Zehner 
	
	        Einer

	   8
	 4
	  2
	 1 
	
	  8
	  4
	  2
	 1

	   0
	 0
	  0
	 1
	
	  0
	  1
	  0
	 1 


So repräsentieren beide - nebeneinander gestellt - den Dezimalwert 15 in dualer Darstellung.

Und für größere Zahlen müßten bei Bedarf eben weitere Vierer-Einheiten 

eingerichtet werden: Neben der Einer- und der Zehner-Einheit eben eine Hunderter - eine Tausender-Einheit - und so weiter.

Es können jedenfalls immer nur höchstens drei der vier "Zellen" besetzt werden, weil ein höherer Dezimalwert als Neun zwei - oder mehr - Ziffern erfordern würde.

Man könnte also - mit Goethe im "Hexeneinmaleins" - sagen: "Verlier die Vier".

Damit hat Leibniz das in vielen modernen Rechnern heute noch gebrauchte, sogenannte "Binär codierte Dezimalsystem" (BCD) damals schon angewandt.

Mit dem Unterschied, daß dieser Vorgang heute elektronisch geleistet wird.

Die Zweier-Einheit von Null und Eins in einer "Zelle" nennt man seit der Einführung elektronischer Rechner - abgeleitet von binary digit - bit. Und die "Zellen" moderner Rechner sind sogenannte Flip/Flop-Schalter, sie können entweder einen Stromstoß speichern (Zustand Eins genannt) oder sie sind leer (Zustand Null).

Deshalb hat die Tastatur eines Computers – neben den Buchstaben-Tasten - eine spezielle Abteilung zur Eingabe von Zahlen, die dann maschinenintern in den Flip/FlopSchaltern als binär codierte Strom (1) / kein Strom (0)-Signale gespeichert werden.

Und weil in modernen Computern auch allein schon die 26 Buchstaben unseres Alphabets sowie Sonderzeichen - Umlaut-Buchstaben etwa oder Ausrufe-und Fragezeichen und so weiter - auf diese Weise gespeichert werden, wäre die Kapazität  der Vierer-Einheiten dafür viel zu gering.

In dem Bereich werden deshalb gewöhnlich  nicht Vierer, sondern viele Achter-Einheiten gebildet (Eine derartige Einheit nennt man Byte, gesprochen bait). 

Und in größeren Computern werden sogar anstatt der Achter-Einheiten inzwischen

Sechzehner-Einheiten eingesetzt. Dazu benötigt man dann sechzehn Ziffern ! 

Weil das uns geläufige Dezimalsystem aber nur zehn Ziffern hat, werden dann für größere als die Ziffer Neun - die Dezimalwerte 10 bis 15 hilfsweise Buchstaben als Ziffern benannt und eingestzt: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E .

Diese System nennt man übrigens "Hexadezimalsystem" (Sechzehnersystem).

Und das Prinzip kann man auch im Spiel mit einem Fünfer-Turm des Spielsystems "Tum von Hanoi" gewissermaßen sinnlich erfassen: Bei bestmöglichem Spielverlauf

steht der Resteturm aus vier Scheiben auf dem mittleren Feld, so daß die größte Scheibe mit dem sechzehnten Zuge vom linken Feld unmittelbar in ihre Endposition - das rechte Feld - umgestzt werden kann. Und mit den vier kleineren Scheiben sind dann auch wiederum noch 15 Spielzüge auszuführen.

Bei einem Turm aus sechs Scheiben wären demnach vor und nach der größten Scheibe je 31 Züge auszuführen. Und die größte könnte mit dem 32. Zuge in ihre Endposition umgesetzt werden.

Das entspricht der Gesetzmäßigkeit der Umlegungsvorgänge im Spiel mit dem "Turm von Hanoi".

Das " Hexeneinmaleins"

(Szene in der Hexenküche im "Faust" von Johann Wolfgang von Goethe).

                          Du mußt verstehn,

                          Aus Eins mach Zehn,

                          Und Zwei laß gehn,

                          Und Drei mach gleich,

                          So bist du reich.

                          Verlier die Vier,

                          Aus Fünf und Sechs,

                          So sagt die Hex,

                          Mach Sieben und Acht,

                          So ist´s vollbracht.

                          Und Neun ist Eins,

                          Und Zehn ist keins,

                          Das ist das Hexeneinmaleins. 

"Dreißig Jahre haben sie sich nun fast mit den Katzensprüchen aus der Hexenküche, die im "Faust"vorkommen, herumgeplagt, und es hat mit dem Interpretieren und Allegorisieren diese dramatisch-humoristischen Unsinn nie so recht fortgewollt."

 (Zitiert nach Johannes Daniel Falk (26.10.1768 - 14.2.1826): "Goethe aus näherm Umgang dargestellt").

Tatsächlich haben seither Generationen ernsthafter Mathematiker und interessierter Laien vergeblich versucht, daraus irgendeine sinnvolle Aussage herauszudeuten.

Und das hätte den Dichterfürsten eigentlich auch nicht überraschen müssen.

So ließ er doch Mephisto in seinem "Faust" feststellen:

                                  "Gewöhnlich glaubt der Mensch, wenn er nur Worte hört,

                                   es müsse sich dabei doch auch was denken lassen".

Und:

                                  "Am besten ist´s auch hier, wenn ihr nur einen hört,

                                    und auf des Meisters Worte schwört"

Daran haben sich die Tüftler gehalten.

Und weil damals - und auch heute noch in verschiedenen Lexika - ein sogenanntes magisches Quadrat auch "Hexeneinmaleins" genannt wurde - und wird, lag der Gedanke offenbar nahe, Goethe habe sich dadurch inspirieren lassen.

Denkbar wäre eventuell zwar, daß der Titel seines Gedichts - sei es auch unbewußt - darauf zurückzuführen ist.

Aber eine wirklich überzeugende Lösung hat es offenbar bisher nicht gegeben.

Daran kann auch nichts ändern, daß heute sogar im Internet schon etliche verschiedene Lösungen  angeboten werden.

Ob Goethe seine ironische Anmerkung auf  einen der Lösungsversuche  - wie etwa 

dem folgenden - bezogen hat, ist nicht bekannt:

	  1
	 2
	 3
	
	 10
	  2
	 3

	  4
	 5
	 6
	
	  
	  7
	 8 

	  7
	 8
	 9
	
	  5
	  6
	 4


               Aus Eins mach Zehn

               Und Zwei laß gehen.........................= laß sie unbeachtet stehn,

               Und Drei mach gleich......................= laß sie an gleicher Stelle stehn,

               Verlier die Vier...................................= setze sie ein anstelle der Null,

               Aus Fünf und Sechs

               Mach Sieben und Acht...............= tausche die Zahlen gegeneinander aus,

               So ist´s vollbracht............................= ein neues magisches Quadrat

               Und Neun ist Eins..........................= neun Felder bilden ein Quadrat

               Und Zehn ist keins.........................= ein zehnfeldriges Quadrat gibt es nicht.

Danach sind die Summen der Zahlen in den Reihen und Spalten sowie der Diagonalen des links stehenden Quadrats zwar gleich Fünfzehn, in dem rechts stehenden Quadrat ist die Summe der Zahlen auf einer der beiden Diagonalen jedoch Einsundzwanzig.

Und daß ein Feld frei bleibt, ist auch zumindest ein "Schönheitsfehler".

Dem rechts stehenden Quadrat kommt also nicht das Attribut "magisch" zu.

Wenn also überhaupt, so ist es offenbar doch eher wahrscheinlich, daß der große Poet - und sei es unbewußt - mit seinem Gedicht gewissermaßen etwas "im Hinterkopf " gehabt hat, "was die Vorwelt schon gedacht".

Aber davon abgesehen: Es wird wohl reiner Zufall sein, daß die Summe der Zahlen, Reihen und - zumindest in dem "echten" - magischen Quadrat auch der Diagonalen gleich der Zahl Fünzehn ist, der Zahl also, die Leibniz - binär codiert ins Dualsystem umgewandelt - in einer seiner Vierer-Einheit hätte unterbringen können. Denn so weit wird die Übereinstimmung sicherlich nicht denkbar sein

Aber immerhin: 

Wie es einem Poeten ergehen kann, hat Wilhelm Busch (15.4.1832 bis 9.1.1908) recht anschaulich dargestellt                Aus des Vaters altem Fracke

                                                  kriegt Fritzchen eine neue Jacke.

                                                 Grad so behilft sich der Poet.

                                                 Du liebe Zeit, was soll er machen ?

                                                 Gebraucht sind die Gedankensachen   

                                                 schon alle, seit die Welt besteht.

                                                                     (Aus „Zu guter Letzt“)

Und damit befand sich Busch in bester poetischer Gesellschaft:

„Wer kann was Kluges, wer was Dummes denken,  was nicht die Vorwelt schon   gedacht ?“                    (Goethe, „Faust“ 2.Akt, Mephisto im gotischen Zimmer). 

Starten wir also einen neuen Lösungsversuch (Alles Leibniz – oder was ?)

Aus Eins mach´Zehn:

	  8
	   4
	  2
	  1

	  1
	   0
	  1
	  0


Schon gesche´n ! 

Der dezimalwert  Zehn in dualer Schreibweise ! (Nur Einsen und Nullen - aus

den beiden Ziffern also, aus denen die Dezimalzahl Zehn zusammengesetzt wird).

Und Zwei laß´geh´n: 

                     Die Ziffer Zwei gibt es gar nicht im Dualsystem !

                     Dessen höchste Ziffer  ist die Eins ! 

Und Drei mach´gleich: 

             Der Dezimalwert Drei wird dual dargestellt durch zwei  gleiche Ziffern:

	   8
	   4
	  2
	  1

	   0
	   0
	  1
	  1


So bist du reich:

                      Du hast  verstanden („Du mußt versteh´n“), wie die Umwandlung 

                   einer Dezimalzahl in eine des Dualsystems funktioniert !

Verlier´die Vier:

                  In der Vierer-Einheit des binär codierten Dezimalsystems finden

                  höchstens drei  Ziffern Platz: 1112  (4+3+1 = 710); die vierte „Zelle!

                  muß frei bleiben  (ist „verloren“),  weil sonst der Dezimalwert 15

                  erreicht, und somit die höchste Ziffer des Dezimalsystems (Neun)

                  überschritten würde:

	  8 
	   4
	  2
	  1

	  1
	   1
	  1
	  1


Aus Fünf und  Sechs , so sagt die Hex                                           

	  8
	   4
	  2
	  1

	  0
	   1
	  0
	  1


                                                                                                     Fünf                                                                                                   

	 8
	   4
	  2
	  1

	  0
	   1
	  1
	  0


                                                                                                    Sechs

mach´Sieben und Acht
	  8
	   4
	  2
	  1

	  0
	    1
	  1
	  1


                                                                                      Sieben

	  8
	   4
	  2
	  1

	  1
	   0
	  0
	  0


                      So ist´s vollbracht.                                       Acht

            Hier klingt des Meisters Aussage wie die Formel, die Analytiker unter den

            Beweis einer mathematischen These zu schreiben pflegen:

             "Quod erat demonstrandum": ("Was zu beweisen war").

Und Neun ist Eins:

            Die größte Ziffer - Neun - des Dezimalsystems kann in nur einer Vierer- 

            Einheit des binär codierten Dezimalsystems dargestellt werden, weil die

            freie "Zelle" mit dem Dezimalwert 2 - hinzugerechnet - 11 ergeben

            würde, mit der 4 ergäbe sich der Dezimalwert 13, und rechnete man

            beide hinzu, so käme der Dezimalwert 15 zustande. In jedem Falle also

            eine Zahl, die aus zwei Ziffern bestehen würde:

	   8
	    4
	   2
	   1

	  1
	   0
	  0
	  1


Und Zehn ist keins:

                              Zehn ist weder Ziffer noch Zahl des Dualsystems.

Das ist das Hexeneinmaleins.




= 9








