Übergangsbögen physikalisch betrachtet
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Die Probleme mit Übergangsbögen, wie sie z.B. beim Bau von Bahnstrecken auftreten, sind in erster Linie physikalischer Natur. Man bedient sich jedoch der Mathematik, um sie befriedigend lösen zu können. Die entscheidende physikalische Größe, die in diesem Zusammenhang eine Rolle spielt, ist die Kraft. 

Bereits in der Mittelstufe lernen die Schülerinnen und Schüler, dass sich die Geschwindigkeit eines Körpers, insbesondere eines Zuges, nur dann ändert, wenn eine Kraft auf den Körper einwirkt. Dieses erste Newton’sche Axiom der Mechanik wird in der 11. Klasse näher beleuchtet. Beim Studieren der verschiedenen Bewegungsarten stellt man fest, dass die Beschleunigung a für die Änderung eines Bewegungszustandes verantwortlich ist: Liegt eine beschleunigte Bewegung vor, so ändert sich die Geschwindigkeit des bewegten Körpers. Was die Schülerinnen und Schüler in der Mittelstufe gelernt haben, ist deshalb jedoch nicht falsch. Denn dort, wo ein Körper mit der Masse m eine Beschleunigung erfährt, wirkt auch eine Kraft F, die sich als Produkt aus Masse m und Beschleunigung a ergibt: 


F = m ( a 

        (1)

Aus der Alltagserfahrung ist unmittelbar verständlich, dass auf gerader Strecke eine Beschleunigung die Vergrößerung der Geschwindigkeit verursacht. Dabei wirkt eine Kraft in Bewegungsrichtung. Wirkt sie entgegen der Bewegungsrichtung, bewirkt sie eine negative Beschleunigung, d.h. eine Verzögerung, und damit eine Verkleinerung der Geschwindigkeit. 

Für das Problem der Übergangsbögen ist jedoch der folgende Zusammenhang viel bedeutsamer: Eine Beschleunigung kann auch so wirken, dass sie die Geschwindigkeit eines Körpers verändert, ohne jedoch den Körper schneller oder langsamer werden zu lassen, also ohne den Betrag der Geschwindigkeit zu ändern. Das klingt zunächst paradox, wird jedoch verständlich, wenn man sich vor Augen führt, dass die Geschwindigkeit eine vektorielle Größe ist, die sowohl durch ihren Betrag, als auch durch ihre Richtung beschrieben wird. Man kann sich also vorstellen, dass eine Beschleunigung nicht den Betrag der Geschwindigkeit verändert, wohl aber die Richtung. 

Genau dies ist bei jeder krummlinigen Bewegung der Fall – also insbesondere auch bei Übergangsbögen. Jede Beschleunigung ist nach (1) unmittelbar an eine Kraft gekoppelt. Man nennt die Kraft, die die Richtung einer Bewegung verändert (ohne dabei den Betrag der Geschwindigkeit zu verändern) Zentripetalkraft. Für uns macht sich die Zentripetalkraft in Form ihrer Gegenkraft, der Zentrifugalkraft, bemerkbar. Es ist die Kraft, die uns in der Achterbahn den Magen umdreht und uns in schnell durchfahrenen Kurven förmlich aus dem Sitz zu pressen versucht. 

Steigt die Zentripetalkraft langsam an, um in der Kurvenmitte ihren größten Wert zu erreichen und schließlich zum Kurvenende hin wieder allmählich kleiner zu werden, können wir uns gut darauf einstellen und überstehen die Kurve schadlos. Unangenehm wird es dann, wenn die Zentripetalkraft unmittelbar und abrupt einen sehr großen Wert erreicht. Dann haut es uns unerwartet aus dem Sitz oder mit dem Kopf gegen die Scheibe.

Doch was hat all das mit der Mathematik der Übergangsbögen zu tun? Um diesen Zusammenhang zu erkennen, muss man sich zunächst bewusst machen, wie die verschiedenen Bewegungsformen mathematisch beschreiben werden können. 

Liegt eine beschleunigte Bewegung vor, gilt für die nach der Zeit t zurückgelegte Strecke s: 

s(t) =  0,5(a(t2 

        (2)

Für die Geschwindigkeit v gilt in diesem Fall:

v(t) = a(t


        (3)

Und für die Beschleunigung gilt schließlich nur noch:

a(t) = a


        (4)

Betrachtet man sich die Formeln (2), (3) und (4) genauer, erkennt man darin Funktionen mit der Zeit t als Variable, die durch Ableitung auseinander hervorgehen: 



s`(t) =  2(0,5(a(t = a(t = v(t)       (5)

s``(t) = v`(t) = a = a(t)
       (6)

Somit stellt sich die Beschleunigung als zweite Ableitung des Weg-Zeit-Gesetzes (2) dar.

Die Ursache für eine abrupte Änderung der Beschleunigung ist also auf einen Sprung in der zweiten Ableitung zurückzuführen. Einen solchen Sprung gilt es in den Anschlussstellen von Gerade und Übergangsbogen zu vermeiden. 

Eine Unsicherheit bleibt jedoch in der obigen Argumentation zu klären: Wenn der Übergangsbogen selbst als Funktion dargestellt ist, hat die Funktionsvorschrift nicht die Zeit, sondern die zurückgelegte  Strecke in x-Richtung als Variable. Die Funktion hängt also nicht von „t“ ab, sondern von „x“. Da in einer gewissen Zeit t aber auch eine gewisse Strecke in x-Richtung zurückgelegt wird, bedeuten Sprünge in der zweiten Ableitung des Weg-Zeit-Gesetzes s(t) auch Sprünge in der zweiten Ableitung der Funktionsvorschriften der Streckenabschnitte f(x) bzw. g(x) und umgekehrt. Dies gilt erstrecht, wenn der Betrag der Geschwindigkeit konstant bleibt: In gleichen Zeiten werden gleiche Strecken zurückgelegt. Somit kann man die Problematik der auftretenden Zentripetalkräfte auch an der Funktionsvorschrift des Übergangsbogens studieren. Eine genauere mathematische Analyse zeigt sogar, dass die auftretenden Zentrifugalkräfte proportional zur Krümmung des Übergangsbogens sind. An dieser Stelle soll jedoch weder auf diese Analyse, noch auf den Begriff der Krümmung eingegangen werden. 

Sind neue Streckenabschnitte im Eisenbahnbau zu planen, werden die Übergangsbögen häufig durch Polynomfunktionen beschrieben, also durch Funktionen der Art:

f(x) = axn + bxn-1 + cxn-2 + .... + konst.    (7)

Hier fällt das Berücksichtigen der Bedingungen für die Anschlussstellen zwischen Bogen und Geraden besonders leicht. 

Allerdings ist die Art des Übergangsbogens bei realen Bauvorhaben nicht das einzige zu berücksichtigende Problem. Um die Passagiere nach Möglichkeit gar nicht spüren zu lassen, dass sie sich in einer Kurve befinden, versucht man, die Zentrifugalkraft so umzuleiten, dass die Fahrgäste nicht zum Fenster oder in den Nachbarn gedrängt, sondern unmerklich stärker in den Sitz gepresst werden. Dazu muss das außen liegende  Gleis im Vergleich zum inneren erhöht werden. Das entspricht demselben Verfahren, das man bei Achterbahnen oder Rundkurs-Rennstrecken anwendet, um in den Kurven höhere Geschwindigkeiten zu ermöglichen: Statt von der Fahrbahn abzukommen oder zu entgleisen, werden die Fahrzeuge stärker an die Fahrbahn bzw. in die Gleise gepresst.

Vor dem Hintergrund der Gleiserhöhung ist es umso wichtiger, den Sprung in der zweiten Ableitung zu vermeiden. Denn gäbe es einen solchen Sprung, müsste eine Stufe in die Strecke gebaut werden, um eine abrupte Gleiserhöhung zu realisieren – und das geht nun wirklich nicht!
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